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Abstract 

Let G be a simply connectée! semisimple algebraic group over an algebraically closed field k of 
positive characteristic. We will untwist the structure of G-modules by a newly found splitting of 
the Frobenius endomorphism on the algebra of distributions of G, which, for example, explains the 
subsumed G-equivariant nature of the Frobenius sphtting of the flag variety of G. 

Introduction 

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique p > et Gt un groupe 
algébrique semi-simple simplement connexe. Soit M un G^-module ; l'action de via 
le Frobenius fournit sur M une nouvelle structure de G^-module que nous noterons 
Si, de plus, le noyau de Frobenius de agit trivialement sur M, M admet alors une 
autre structure de G^- module notée M'"^' telle que si on lui applique le twist de Frobenius 
précédent (M'"^')'^], on retrouve M. En utilisant une généralisation du scindage de Frobe- 
nius sur l'algèbre des distributions Dist(Gii£) de Gt décrit dans [G], on peut "détwister" 
l'action de Frobenius de n'importe quel G^-module. Plus précisément, il existe une mesure 
invariante involutive /iq dans l'algèbre des distributions du noyau de Frobenius d'un tore 
maximal Tt de Gt et un homomorphisme d'algèbres de Dist(Gik) vers une "sous-algèbre" 
de Dist(Gik) avec /xq comme unité de ce dernier qui scinde l'endomorphisme de Frobenius 
sur Dist(Gik). Si A désigne le groupe des poids de T et M\, A G A, le sous-espace de poids 
A de M, alors [XqM = Ux^a ^pA' '^^^^ munit donc ce dernier d'une Gt-action via 0, que 
nous noterons M'^, telle que l'on ait (Aft^l)'^ ~ M. Ainsi M'^ est la contraction de M que 
définissait Littelmann [Li] en utilisant le morphisme de Frobenius quantique introduit par 
Lusztig jL9Ô] . 

D'autre part, Kumar et Littelmann |KuLij ont étendu le scindage de ce morphisme, 
défini initialement seulement sur la partie unipotente |L90] à la partie Borel et ont appliqué 
ceci }KuLi] à la cohomologie des fibrés en droites sur la variété des drapeaux G^/ Btt, (avec 



i?k un sous-groupe de Borel de G^). La spécialisation en 1 du paramètre quantique q leur 
donne alors une construction algébrique du scindage de Frobenius de G^/B^ \MR\ . qui est 
"semi-invariant" (nous adoptons ici la terminologie suggérée par [BKl 4.1.5], plutôt 
que la terminologie "canonique" ) . 
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Le scindage sur Dist(Gk) que nous étudierons permet de reformuler |KuLij de manière 
G-équivariante et par suite de rendre plus naturelle la propriété de i?k-semi-invariance du 
scindage de Frobenius de G^/ Bj^. Le scindage obtenu est également i^j^-semi-invariant 
(mais ne peut être rendu Gk-équivariant). Nos arguments sont une variante modulaire, 
souvent plus simple, de ceux de |KuLi] et certaines preuves formellement analogues à 
celles de loc. cit. seront souvent omises. L'existence d'un scindage de Frobenius sur un 
schéma ayant des corollaires importants (déjà largement dégagés par Mehta, Ramanathan, 
Ramanan, Mathieu,...), nous espérons que cette reformulation méritait d'être faite. 

Dans le premier paragraphe, nous définissons le scindage de Frobenius sous des hy- 
pothèses très générales (le cas des "petites" caractéristiques nécessitant un peu de tra- 
vail), puis dans les deux suivants, comment ce dernier permet de réinterpréter en toute 
caractéristique les constructions de [Li] et de |KuLi] . Enfin, dans le dernier paragraphe, 
nous expliquons comment faisceautiser ces constructions et comment elles permettent 
également de vérifier que les sous-schémas de Schubert sont scindés de manière compati- 
ble. 

Le présent travail s'est développé pendant la visite du second auteur à l'IRMAR au 
printemps 2009. Il remercie cet institut pour son hospitalité et son support financier. 

1° Scindage de Frobenius sur Dist(G) 

Pour simplifier les notations, nous travaillerons, sauf mention du contraire, sur le corps 
¥p k p éléments. Soit donc G un groupe algébrique semi-simple simplement connexe sur 
Fp, B un sous-groupe de Borel de G, et T un tore maximal de B tous deux scindés sur 
Fp. Soit Dist(G) (resp. Dist(-B), Dist(T)) l'algèbre des distributions de G (resp. B, T). 
Soit A le groupe des poids de B, R C A l'ensemble des racines de G relativement à T et 
un système positif tel que les racines de B soient négatives ; = {ai \ i G [1,^]} 
l'ensemble des racines simples. Pour a E R, nous noterons a"^ la co-racine de a. Si M est 
un T-module et si A G A, M\ dénotera le sous-espace de poids A de M. 

Soit Fr : G ^ G l'endomorphisme de Frobenius de G. Le comorphisme correspondant 
Fr" : ¥p[G] — )■ Fp[G], donné par a i— )■ a^, induit un homomorphisme de Fp-algèbres 
Dist(Fr) : Dist(G') Dist(G) via /i h> /i o FrK 

Nous allons étendre au cas général la construction du scindage de Frobenius sur Dist(G) 
considérée dans [G] pour G = SL2. 

(1.1) Rappelons tout d'abord quelques résultats sur les algèbres de distributions. Soit 
Gz la Z-forme de Chevalley de G. Soit Ei (resp. Fj), i G [1,^], l'élément d'une base 
de Chevalley de Lie(Gz) correspondant à la racine simple (resp. —ai). Posons Hi = 
[Ei,Fi]. Soit aussi Uz (resp. U^) la Z-forme de U = Ru(S) (resp. son opposée U^)- On 
a alors ( |J73t Satz 1.7]) 

(1) Dist(f/z) = Z[Ff ^ I i G /, A; G N], Dist([/+) = Z[Ff ^ | i G /, A; G N], 

Dist(Gz) = Z[Ff\F/") I t G [l,i],ke N]. 

Pour vérifier ces égalités, signalons qu'on peut aussi utiliser l'action du groupe de Weyl 
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sur Dist(G'z)- Si Si = a;Q,-(l)a;_o.(— l)a;Q,-(l) (notations comme dans |Jl II. 1.2]), alors via 
la représentation adjointe 



SiEi 



-Fi 

EiEj — EjEi 

E^Ej - E,E,Ei + EjE^ 



si (a^, Q^) = 0, 

si j = i (et alors {aj, a{) = 2), 
si = -1, 

si {aj, a^) = -2, 
si {aj, Q^) = -3, 



et donc aussi, en utilisant l'anti-automorphisme Q de Dist(G'z) introduit dans [L90, 1.1 
(dl)], 



SiFj 



-E, 

p.p. _ p.p. 

f,fP-f,f,f, + fPf, 



FjF^ + F^FjFi 



F.F.Fl 



(2) 



fPf. 



si {aj,a{) = 0, 

si j = 2 (et alors (a^, a^) = 2), 
si {aj,a^) = -1, 
si {aj,a^) = -2, 
si {aj, a{) = —3. 



On en déduit alors comme dans [LMl 41.1.3]/[L9Ô1 5.7] que Dist(%) = Z[Ff ^ 
I,k e N] et Dist(f/+) = Z[£;f^ \ i e I,k e N]. Posons A = Z[v,v-^] (algèbre des 
polynômes de Laurent à coefficients entiers en une indéterminée v) et soit maintenant il_4 
la ^-algèbre enveloppante quantique de G à puissances divisées introduite par Lusztig 
|L90j . La spécialisation v ^ 1 fournit un isomorphisme d'anneaux 



(2) 



{il^/(Ki -l\iE [1,£])} ®^ Z ~ Dist(Gz 



tel que l'action Tl\ du groupe de tresses considérée par Lusztig |L93l 39.4.4] sur il^ (et 
égale à celle, 7^-, considérée par Jantzen [J95] Chap. 8], mais différant par un signe de 
celle, Ti, considérée par Lusztig [L93l 39.4.4] [L9ûl Thm. 3.1], par un signe p^ÔÔl 2.1]) 
induise Si pour tout i G [1,^]- 

On notera que pour tous i G [1, £], n G N, o 

Dist(Fr) : ^ ^ 



H. 
n 



I-)- 



a 




(-) 


si p\n 





sinon. 


(-) 

i 


si p\n 





sinon. 


m 


si p\n 





sinon. 



(1.2) Nous allons maintenant définir des scindages de Frobenius sur Dist([/^). Ils sont 
induits pour p "assez grand" par ceux introduits par Lusztig |L93l 35.1.8, 35.5.2] mais 
requièrent un travail supplémentaire pour p = 2 lorsque G est de type B„, C^, F4 et pour 
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p = 3 lorsque G est de type G2, auxquels cas ils nécessitent d'utiliser les résultats de 
Lusztig deux fois. 



Proposition. // existe des endomorphismes de ¥p-algèbres 'Fr^ de Y)ïst{U^) tels que 

^n) ^ pinp) pin) ^ pinp) ^ ^^^^ ^^^^ ^ ^ ^^^^^^^ ^ 

Démonstration. Si G est simplement connexe, ces endomorphismes sont obtenus à partir 
de ceux considérés par Lusztig comme indiqué précédemment. Considérons maintenant 
par exemple le casp = 2 et G est de type Bi avec comme racines simples 1<^=2 — 3 — 
Notons comme ci-dessus l'algèbre enveloppante quantique sur A de type Be. Soit 
A' = A/{v^ + 1) et posons U^, = U^^ ®^ A'. Posons di = 1 et di = 2, on a alors 
ds{at,a^) = dt{as,(yt) pour tous s,t e [1,^])- On dispose donc, par suite (cf. |L93t Tlim. 
35.1.8]), d'un liomomorphisme de ^'-algèbres f/^t — tel que pour tous i G [1,-^], 
n e N, 

JeJ"^ si 2 = 1 
I Fl smon, 

avec U^, l'algèbre enveloppante quantique duale sur A' de type Ci et f/j^t sa partie positive 
de générateurs F*^^\ Il existe également un liomomorphisme de ^'-algèbres Uy^,^ — )■ U*^ 
tel que pour tous i G [1, £], n G N, 




Le composé de ces deux homomorphismes est donc un homomorphisme de ^'-algèbres 
U*^i^ — )■ tel que pour tous i G [1,^], n G N, F**^^^ 1— )• Ff'^\ ce qui donne par 
changement de base A' — > F2 (avec v spécialisé en 1) un homomorphisme de F2-algèbres 
Dist(f/+) —7- Dist(f/+) tel que pour tous i G [1,^], n G N, i?!""* (-> Ff^\ De même pour 
G de type ou F4 en caractéristique 2, et pour G de type G2 en caractéristique 3. 
Finalement, sur Dist(f/) on peut transporter cj)^ par l'anti-automorphisme VL de Dist(G') 

(pa Li]). 

Si maintenant, on note B^ := U^T le sous-groupe de Borel de G opposé de S, on a : 

(1.3) Corollaire. Les homomorphismes de ¥p-algèbres 'Fr^ s'étendent canonique- 
ment en des homomorphismes de ¥p-algèbres Fr-^ : Dist(-B^) — )■ Dist(i?+) et Fr-^ : 
Dist(S) — )■ Dist(i?), tels que pour tous i G [1,£], n G N, 

HA ^ m 

n J \np 

Démonstration. Il suffit de le vérifier sur Dist(i?+) (et d'utiliser Q une nouvelle fois pour 
conclure). On définit tout d'abord un homomorphisme Fp-linéaire Fr^ : Dist(T) — > 
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Dist(T) par (^•) ^^ (f') pour tous i G [1,£], n G N. D' après [Jj 1.7.8.3], on a 

TT \ / TT \ min{n,m} , , , , , 

n J \m / — A;)!(m — k)\k\ \n + m — k 

min{7i,m} , 7 \ / \ / 

El n + m — k\ I n\ / Hi 

k=0 

Supposons n > m. On a alors 

mp 



^ J \k J \n + m — k 



np J \mp J ^-^ \ mp J \ k J \np + mp — k 



k=0 
m 

E 

k=0 
m 



np + mp — kp\ / np\ f 

mp ) \ kp ) \ np + mp — kp 



y-y I n + m — k\ fn\ f Hi 



k=0 



m J \k J \{n + rn — k)p 



et donc 



'Fr\ i^'] i^-] ) = 'Fr\ (^'\ ) 'Fr\ ). 
n ) \ m ) \ n ) \m 



Comme Dist(T) est abélien et admet pour base sur Fp les Iligii i] (nO' ^ résulte 
que 'Fr^ est bien un endomorphisme de la Fp- algèbre Dist(T). 

On remarque ensuite que la multiplication Dist(?7^) ® Dist(T) — > Dist(i?''") est un 
isomorphisme Fp-linéaire et l'on est donc simplement ramené à vérifier, grâce à (1.1), que 
la formule de commutation entre les i?!"^ et les ('^) est préservée par Rappelons 
( jHïïEl Lemma 26.3D] et [L89l 4.1(d)]) alors que™ 

et donc 

^(np) fHj\ ^ f-np{ai, a))\ / H, \ ^(„p) ^ f-n{ai, / Hi \ ^(„p) 
* \mp J V ^ J \mp — k J * V ^ J \{m — k)p J * ' 

/l — fc — 

comme voulu. 

(1.4) On va maintenant "recoller" Fr-^ et Fr-^ pour définir un endomorphisme de Fp- 
algèbres sur tout Dist(G) (on remarquera que Fr^ ® Fr (8> Fr~ ne convient pas). On 
introduit pour se faire une mesure invariante sur Dist(Ti) (avec Ti le noyau de Frobenius 
de T) en posant 
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C'est une involution de (8)ig[i^^]{(Dist(Ta;,i)^"<'^} = Dist(Ti)^i qui commute avec tous les 
Ef et fI'^\ i e [1,^], n e n et l'on pose 

0<o _ 'Fr-\l)iiQ : Dist(fi) ^ Dist(G), 

0>o _ : Dist(5+) ^ Dist(G'), 

0- = 'Fr^°|Dist(c/)(?)/xo : Dist([/) ^ Dist(G), 

0+ = 'Fr^°|Dist(f7+)(?)/^o : Dist([/+) ^ Dist(G'), 

4P = 'Fr^%i,t(T)(?)/io = 'Fr^\^stiT){'^■)^i^ ■ Dist(r) ^ Dist(G'). 

Comme 'Fr-^ et 'Fr-" sont toutes deux des applications multiplicatives, les applications 
(f)>'^, 0^ et 0° le sont aussi. On va voir que l'on peut définir une application Fp-linéaire 
(f) : Dist(G) ^ Dist(G) par FHE ^ (l)-{F)(tP{H)(t)+{E) pour tous F e Dist(C/),// G 

Dist(r),£; e Dist(t/+). 

Théorème. L'application esi multiplicative et induit donc un homomorphisme de Fp- 
algèbres : Dist(G') — >■ im0 (avec /xq comme unité de im(f)). On a, de plus, Dist(Fr) o0 = 

idDist(G) • 

Démonstration. Montrons que pour tous F' e Dist{U),H' G Dist(r),£;' G Dist(C/+), on 
a 

<p{FHEF'H'E') = (f){FHE)(l){F'H'E'). 

Posons Ei = et Fi = X_q,^ pour tout G R^. On peut supposer par (1.1) que E 
(resp. F') est un produit de -K^"''', G N (resp. de Fj^"^'\ rrii G N). On écrit alors 

E = n.4""\^ e [1,£], n,, G N, et F = a^^'^ e [1,^], m,, G N et l'on va 
raisonner par récurrence sur rij^ + m^^ . 

Si E.^i« = 0) 

(j){FHF'H'E') = (f)^^{FHF'H')(j)-^{E') par définition car FHE' H' G Dist(5) 
= (l)-{F)(j)°{H)(f)~{F')(l)\H')(l)+{E') car 0^° est multiplicative 
^4){FH)4){F'H'E'). 

De même, si "^i* = 0, 

(t){FHEH'E') = (l)-{F)(t)-\HEH'E') par définition car HEH'E' G Dist(S+) 
= (j)-{F)(l)\H)(t)+{E)(j)\H')(j)+{E') car 0^° est multiplicative 
= (j){FHE)(t){H'E'). 

Supposons maintenant que E — E^'^^^ avec > et F' = F^'f/'^'-'F^ avec F[ ne 
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contenant pas de facteurs contenant des puissances divisées des Fi. Si mj > 0, 

(P{FHE\'''^F'H'E') = (I){FHEI'''^F[fI"''^F^H'E') 
= (l){FHF[E\''''^Fi'^'^F!^H'E') 

t-n V / 



k=0 

min{ni,mi} 



k=o \ k J 

par hypothèse de récurrence car le nombre de facteurs dans est moindre que celui dans F' 

= (j)^\FHF[)(j){El'^'^F^"''^)(j){F^H'E') par définition 
= <l,^\FHFi)<l,+ iEt^)riFt'^mF^H'E') by P 

= (l){FHEf''^)(l){F'H'E') par définition. 
Si aucun facteur avec des puissances divisées de Fj n'apparait dans F', 

(l){FHEf''^F'H'E') = (l){FHF'Ef''^H'E') 

= (f)^%FHF')(f)^\El'''^H'E') par définition 

= (P^''{FH)(t)-{F')(t)^{E\'''^)(P^%H'E') = 0^°(Fif)0+(Ff '^)0^(F')0-°(if'F') 
= (j){FHEl'''^)(f){F'H'E') par définition de nouveau. 

Finalement, si F = F"f|"''' avec > 0, 

(j){FHE"El'''^F'H'E') 

= (t){FHE")(t){Ef''^F'H'E') 

par récurrence car le nombre de facteurs dans F" est moindre que celui dans F 

= (j){FHE")(j){El'^'^)(j){F'H'E') grâce au cas F = F^ plus haut 

= (j)^\FH)(t)-^{E")(f)+{El'''^)(t){F'H'E') par définition 

= (t)^''{FH)(P+{E"E^.'^'^)(t){F'H'E') 

= (j){FHE"El'''^)(f){F'H'E') par définition de nouveau, 
ce qui conclut. 

(1.5) Remarque. Nous remercions T. Tanisaki de nous avoir signalé que lorsque l'on 
s'intéresse seulement à l'algèbre quantique "modifiée", alors l'existence d'un scindage de 
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Frobenius (qui est simplement le recollement de celui défini sur les parties nilpotentes et 
torique) est déjà connu ( |Mcl Prop. 3.4]). 



2° Contractions 

(2.1) Si M est un G-module, Ml^l dési gnera le G-module twisté par Frobenius, ou de 
manière équivalente le Fp-espace vectoriel M muni de l'action de Dist(G) via Dist(-Fr). 

f H 

Soit x\ l'homomorphisme de Fp-algèbres de Dist(T) vers Fp défini par x\{ 



i!^^'n' z e n G N. On a xa o Dist(Fr)|Dist(T) = Xp\- 

La mesure /xq étant une involution, tout M E Cq admet une décomposition M = 
fioM © (1 — Ho)M. Comme on a muni im0 de fio comme unité, on peut définir une 
structure de G-module sur fioM via 0, annulant (1 — /io)M. Nous noterons cette nouvelle 
structure sur /ioM par M'^, et écrirons x • m = (f){x)m avec x G Dist(G) et m G fioM. 
Nous noterons l'action correspondante de G induite par par la même lettre. De même 
pour M G Cb,Ct- On appellera M*^ la contraction par Frobenius de M. 

Soit Al = {A G A I Vï G , (A,a,^) G [0,p[}. Pour A G A nous écrirons A = A° +pA^ 
avec A° G Ai et A^ G A. 



Lemme. Pour tout A G A, 

En particulier, pour tout M G Ct, 



Xài a g pA, 
sinon. 



M't>=Y[Mp^. 



AeA 



Démonstration. On a 



XA(/io) = XA(n(i - ^r')) = 11(1 - xxm'-') = n(i - «^)'"') 

i=l i=l i=l 



1 si p|(A, a^) pour tout i 
sinon. 



Il en découle alors que pour tout m EN 



XxO(p[^')=Xx(^')xx{f^0) = \^^"'''^^ C'^m/O m'^) SI A G pA 

m y \mpj smon 



et comme l'on a Xa^ (^0 ~ (^'^ m ' '*)' lemme en résulte. 

(2.2) Soient W le groupe de Weyl de G et M G Cq- Si w G W, un représentant de w dans 
Ng(T) permute les espaces de poids de M. 
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Lemme. Si m E Mp\, A G A, alors w •m = (p{w)m G Mp^A- 

Démonstration. Pour tout h G Dist(T), h»{wm) = w • Ad{w~^){h) •m = Xwx{h)w •m. 

L'assertion résulte alors de (2.1). 

(2.3) Exemples. Soit M G Ce- 

(i) Le G-module (MI^^ s'identifie à M. 

(ii) Soient M e Cq et m e M. Si Am : M M ¥p[t] est le comorphisme 
pour la [/Q,--structure sur M, on a Am(^) = XlreN -^i''^"^ ® ^'^ P^^ [J» I-7-2]. Alors 
Aj^/0(m) = X^seN -^i^''''"^ ® déduit, pour A une Fp-algèbre commutât ive, que 
0(Xû,-(a))m = XlsgN '^''-^i^''''"^ pour tout a G A. 

(iii) Soit G = SL2 et identifions A avec Z. Notons, pour n G N, V(n) le G- module 
standard induit à partir du 5- module de de dimension 1 de poids n et L{n) son socle 
simple. 

Sur F2 on a V(2)'^ ~ L(l) © L(0) ~ A(2)'^, (V(2)'^)W ~ L(2) © L(0) ~ (A(2)'^)W, 
(St® MW)<^ = 0. 

Sur F3 on a V(3)"^ = L(l) = A(3)'^, (V(3)<^)W = L(3) = (A(3)'^)W, et donc V(3)<^ ~ 
V(3)/L(3), (V(3)<^)W < V(3) alors que A(3)* < A(3), (A(3)<^)W ~ A(3)/L(l). 

Maintenant, sur Fp avec p > 5, V(p)'^ = L{1) = A(p)'^ n'est ni un facteur de Jordan- 
Holder de V(p) ni de A(p) alors que (V(p)'^)[^l = L{p) = {A{p)'^y^^ est à la fois le socle 
de V(p) et le module de tête de A(p). 

Sur Fp avec p impair, (St©MW)<^ ~ M. 

3° La théorie de Kumar-Littelmann 

Son principe est le suivant : si X est une variété projective, on peut, par définition écrire 
X = Proj(74) avec A un anneau gradué, et étudier la géométrie de X à partir des propriétés 
de A. En particulier, soient A G A un poids dominant, / = {a G -R'^ | (A,a^) = 0}, et 
P = Pi le sous-groupe parabolique de G standard associé à /. Si V(A) désigne le G- 
module induit à partir du P-module de dimension un de poids A et si f _ est un vecteur de 
plus bas poids de V(A)*, il existe une immersion fermée G/P — )■ P(V(A)*) via g [gv-]. 
On a alors G/P Proj(A) avec A = IJneN^('^-^) comme anneau gradué via le "cup- 
produit" . Notre contraction par Frobenius est adaptée à la construction d'un scindage G^- 
"semi-invariant" du comorphisme de Frobenius CGk/-f\ ~^ F*OGt,/Pi,i comme décrit dans 
[KuLi] avec la contraction de Littelmann [Li]- Comme les détails sont essentiellement les 
mêmes que dans [KuLi] . seulement rendus plus simples ici et là par l'absence de techniques 
quantiques, nous ne ferons qu'esquisser la construction. 

(3.1) Rappelons néanmmoins tout d'abord le formalisme des foncteurs d'induction tel que 
formulé par Zuckermann dans le cas classique [EWj et par Andersen, Polo et Wen dans 
le cas quantique |APWj . Soit GMod la catégorie des G-modules rationnels. Elle est 
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équivalente à la catégorie Cq des Dist(G')-modules intégrables, i.e. des Dist(G)-modules 
localement finis M qui admettent une décomposition en espace de poids relativement à 
l'action de T p^, II.1.20]/[CPS]. Rappelons aussi [Jl 1.7.16] que pour tous M, M' e Cq, on 
a GNlod{M, M') = Dist(G')Mod(M, M'). De même avec tout sous-groupe parabolique 
standard P de G contenant B et aussi pour T: PMod ~ Cp, TMod ~ Ct, ainsi que pour 
les morphismes. 

Soit ind^ = SchF^(G',?)^ le foncteur d'induction de PMod à GMod avec comme 
morphisme d'évaluation ev, l'évaluation en l'élément neutre e de G. Via l'équivalence 
de catégories rappelée ci-dessus, ce foncteur est équivalent à l'adjoint à droite J-p du 
foncteur de restriction de Ce vers Cp. Plus précisément, si M G Cp, on a J^pM = {/ G 



UA6ADist(P)Mod(Dist(G),M)A | Ef'f = = Pf7 pour tous z G [!,£], n » 0}, 
avec la Dist(G)-action sur Dist(P)Mod(Dist(G), M) donnée par {xf){y) = f{yx), x,y E 
Dist(G), et pour tout A G A, Dist(P)Mod(Dist(G), M)a := {/ G Dist(P)Mod(Dist(G), M) 



/ = j ' * ) / pour tousz G [1,^] ,n E N}. L'ensemble J-'pM est muni d'une ac- 



tion P-linéaire, i.e., d'une application Dist(P)-linéaire evjv/ : J^pM — )■ M via / i— )■ /(l). 
Donc, pour tout Q G Cg, Cp{Q,M) ~ Cg{Q,J^pM) via ^ f-^ "g pour tout 

q E Q d'inverse t] evM ° V- En particulier, on a un isomorphisme indpM ~ J-'pM via 
h ^ (?/i)(e) d'inverse (?~V)(1) ^ /. 

(3.2) Soient R'T^ les foncteurs dérivés droits de J'f . On a donc R'J^^{M) ~ H'(G/P, £(M)) 
avec £(M) le C^c/p-module associé au P- module M. Soit Ap le groupe des caractères 

de P. Si Rp désigne l'ensemble des racines simples du sous-groupe de Levi standard 
de P, on a Ap = {A G A | (A,a^) = 0} et l'on pose Ap = Ap H A"*". Posons aussi 
Ip = {i E I G Rp}, et soit Up le radical unipotent du sous-groupe parabolique 
opposé, i.e., le sous-groupe engendré par les sous-groupes radiciels de G associés aux 
racines a G P"*" \ Xlie/p ^'^i- Si A G Ap, le G-module indp(A) ~ J-p A est isomorphe à 
indp(A) ~ -^pA, que nous noterons V(A). 

Proposition (cf. |KuLit Lem. 2.2, Th. 2.3]). Pour tout M G Cb, il existe un mor- 
phisme G-linéaire (ie. I)ist{G) -linéaire) $a/ : (JpM)[^l J'^{M^^^) tel que {^Mf)ix) = 
/(Dist(Pr)(x)) pour tous f G J^pM, x G Dist(G). Ce morphisme est fonctoriel en M et 
induit des applications G-linéaires R*$a/ • (R'J-'pMY^^ — )■ H' J-'p (M^^^) . En particulier, 
lorsque M = \, l'application A G A, $a ^ {-Eb-^Y^^ ~^ -^siP-^) f^'^st autre que l'application 
d'élévation à la puissance p, via le cup-produit. 

(3.3) Proposition (cf. [KuLit Lem. 3.2]). Pour tout M G Ct, il existe un morphisme 
B-linéaire (i.e. Dist{B) -linéaire), fonctoriel en M, $b,a/ : (J^pM)^ — )■ J^p{M'^) tel que 
{^B,Mf){x) = f{4>{x)) pour tous f G J^pM, x G Dist(P). 

(3.4) Proposition (cf. [KuLil Prop. 3.3, Th. 3.4]). Pour tout M E Cb, il existe un 
morphisme G-linéaire (i.e. Dist{G) -linéaire) fonctoriel en M '■ (J^b^)'^ ~^ ■^si-^'^) 
tel que (^ Mf){,x) = /(0(x)) pour tous f G J-'bM, x G Dist((ji'), induisant des applications 
G-Unéaires naturelles R'^m : {R'J^^Mf R'J'f (M<^). 

(3.5) Remarques, (i) Si A G A \ pK, alors A''^ = par définition, et donc R'^'a : 
(R'J'f A)* R'J"! (A"^) est l'application nulle. 
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(ii) (cf. p<ûLil Lem. 4.13]) Pour tous \ E A\pA, f E J^f (MW)a, on a ^m/ = 0. 

Démonstration. Comme \I/m/ £ Dist(i?)Mod(Dist((j'), M), il suffit de vérifier que "^mÏ 

annule Dist([/+). Soit y E Dist{U~^). On peut supposer que y = E-^''^ . . . E^^'"^ avec 
ik E [!,(■], rrii^ E N. Par hypothèse, il existe j E tel que (A,aJ) = A° + pAj avec 

A" G]0,p[. On a alors = = = /('^(^)) = 

(*m/)(i/)- D'autre part, 



/( 



\E^_^ ^ ■■■El /io) par |Hum| Lem.26.3DJ 



A? 



J 

AO 



Ç ^-E.P-.K,«v)^ ^^H^^^ ^^^^^^^^ ^ 



r=0 ^ ^ ' ^ i ' 

car J^iP™^^^""'"}'*^ = par (g preuve de Prop. 2.1.1] 

= E (" (Dist(f r) ^) )/(^(,)) = 0, 
Il en découle que i^Mf^V) = 0. 

(3.6) Théorème (cf. [KuLi^ Cor. 3.9]). Pour tout M E Cb, il existe un diagramme 
commutatif de G-modules 

((R'J-gM)M)'^ (R-î-m)^^ (R'J-g(MM))^ 



R*J-f((MW)*) 
R'J'fM. 

(3.7) Posons p = i ^ a et ^+ = Yla€R+ ^ Dist(G). Comme dimDist(?7i+)2(p-i)p = 

aeR+ 

1, i?"*" est, à une constante près, dans indépendant du choix de l'ordre dans les racines 
positives figurant dans le produit. 



11 



Lemme. Soit i G [1,^]- Pour tout r ^ N, il existe z^g ^ Dist(Ti) (avec u G [Ojpf-^ , 
s G [0,r[j, tel que X2{p-i)p{zu) = et 

r-l 

se]o,rp[ i/e[o,p[-«+ ■5=0 

Démonstration. Nous procéderons par récurrence sur r. Montrons donc tout d'abord le 
cas r = 1. Comme Gi <G, l'action adjointe de Pj^^^ sur Dist(G) laisse Dist((ji)-invariant 
fM 3.4.13]. Comme A{Pi) = 1 ® + (g) 1, on a A(f/^^) = ^^^g f/''^ ® i^/^"''^ et donc 

Dist(Gi) 3 ad(i^^^^)(F+) = ^i^(')F+(-l)P-'=F/^-') 

k=Q 

p-1 

= -F+ F^^^ + F^^^ F+ + F.^''^ _E+('_i)p-'^'_p.(p-'=). 

k=l 

Comme — est l'unique racine négative impliquée dans l'expression de ad(F/^^)(F+) dans 
Dist(Gi) = Dist(t/i)Dist(Ti)Dist([/i+) jHïïEl Lem.26.3C], on peut écrire 

p-i 

(1) F+F/^) = F/P)F+ + 5^Fi-''^-+ Yl ^-^^'^^ F(^) = J] F^'^-) 

avec Xj G Dist(i?^) G Dist(Ti). Montrons que X2(p~i)p{.Zy) = pour tout u suivant 
en cela |KuLit Lem. 4.5]. Rappelons |L90t 1.1 (d2)] qu'il existe un anti-automorphisme 
r de Dist(G) fixant les Pj et les Pj et tel que [^) h-^ [~^') pour tous m G N, j G [1,^]. 
Appliquant r à (1), on obtient 

F(^V(F+) = r(F+)Ff) + X:r(x,MFi^'^)+ Y. 

J=i !/e[o,p[«+ 

Si v_ G A(2(p - l)p)_2(p-i)p \ 0, alors P'>^\{P^)v^ = r(F(''))r(^^)f Montrons main- 
tenant que 

(2) F/^V(F+)t;_ = 0. 

Il suffit pour cela de montrer que P'f^ P'^v^ = 0. Supposons que cela ne soit pas le cas. 
Alors, comme le poids de F/^^F^f_ est —pai, par la théorie SL2, on doit avoir 

^ P^^^P+v^ 
= F+Ff^^i;_ par |Xl 6.1(v)]/jHïïml Lem.26.C] 

=( n E(r'^)Et'^Ei%_=i n E(r'^)Pi''-%-, 

a&R+\ai a€R+\ai 

et donc Ff G A(2(j9-1)p)_2(p-i)p+(2p-i)qA0- Mais alors Sj(-2(p-l)p+(2p-l)ai) = 

—2{p — l)p + 2{p — l)ai — {2p — l)ai = —2{p — l)p — devrait aussi être un poids de 
A(2(p — l)p), ce qui est absurde. 



12 



Il s'ensuit que t{E^''^)t{z^)v- = 0. Via le cup-produit St (g) St V(2(p - l)p), 
on a f + ® f + I—)- f++ avec v+ (resp. v++) un vecteur de plus haut poids de St (resp. 
V(2(p— l)p)). En dualisant, on obtient une application G-lincairc A(2(p — l)p) — )■ St®St 
envoyant v_ vers v'_ ® avec un vecteur de plus bas poids de St. Alors E^v_ est 
envoyé sur un élément de E'^V- ® v'_ -\- ® (St>_(p_i)p) et est donc non nul. Il en 
découle que tous les t{E^^'>)v^ sont non nuls, et qu'on doit donc avoir t{z„)v^ — 0. D'oià 
= x-2{p-i)p{r{z„)) = X2ip-i)p{zi.), comme voulu. 

Supposons maintenant que 



r-l 



(3) E-^Ft'^^Ft'^E-^+ J2 F^^'^x,+ J2 E^^^'^^-^- 

se]0,rpl i/6[0,p[«+ «=0 

pY s 

pour certains Xs,yus G Dist(G) et z^s G Dist(Ti) avec X2{p-i)p{zus) = 0. Pour montrer 
qu'une formule similaire existe avec r remplacé par r + 1, il y a deux cas. L'un d'entre 
eux est quand n,m. <r avec n + m — r + 1 tels que p )({^^^p^^) ■ Dans ce cas, des formules 
similaires à (3) existent avec r remplacé par n et m. Alors 



y + i)p 

np 



_g;+_p((^+l)î') _ pinp) p{mp) 



n-1 

(mp) 



se]0,npl ue[0,p[R+ «=o 

pjf s 



m—1 



se]o,mp[ i/e[o,p[«+ «=o 

p/s 



n— 1 

(mp) 



se]o,np[ i/e[o,p[«+ «=o 



s6]0,(r-+l)p[ i/e[0,p[«+ «=0 



pour certains x'I^y'lg G Dist(G) et z^'^ G Dist(Ti) avec X2{p-\')p{'z'l^ = 0, et (3) est vérifié 
avec r remplacé par r + 1. Le second cas est quand il n'existe pas de tels n et m. Dans 
ce cas r + 1 est impair si p est impair, et nous allons raisonner comme dans le premier 
cas lorsque r = 1. Posons a = r + 1. Alors Dist(Gi) 3 ^ F.(^)^+(_i)«p-fcir.(«î'-*^) = 

_p+p{ap) ^ p{ap)p+ ^ ^ap-1 p{k) p+ ^_^yp-k p{ap-k) _ g. ^|^^ ^^-^ ^ _ p^^^ ^^^.^^^ 

par hypothèse de récurrence 



a-6-l 



se]o,(a-fe)p[ i/e[o,p[«+ s=o 
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pour certains Xs,yus G Dist(G) et z^s G Dist(Ti) avec X2{p-i)p{zus) = 0. Alors 

se]o,ap[ i/e[o,p[«+ ^=1 

pY s 

et donc l'on peut écrire comme dans (1) 

p/s 

pour un certain z^, G Dist(Ti). Le même argument que pour (1) montre alors que 

X2{p-i)p{zu) = pour tout ly; si F.^''^V(£^+)ï;_ ^ 0, Ef"^"^^f_ G A(2(p-l)p)_2(p-i)p+(ap-i)aA 
0. Alors s,{-2{p - l)p + {ap - l)ai) = -2{p - l)p + 2(p - l)a, - {ap - l)ai = 
—2{p — l)p — ((a — 2)p + l)ai serait aussi un poids de A(2(p — l)p), ce qui est absurde. 
Cela termine la vérification de l'induction. 

(3.8) Proposition (cf. [KuLii Prop. 4.6, Th. 4.7]). Pour tout M G Cb, définissons 
^2(p-i)M/ : {J-f(2(p-l)p®MW)}* ^ J-fM par (^2(p-i)p,A//)(x) = /(E+0(x))®l ;>onr 
tous f G {^-"^(2(1} — l)p (g) Mt^l)}"^, a; G Dist(G), où 1 dans le membre de droite est un 
élément de hase de —2{p— l)p. L'application est '^2{p-i)p,M est G-linéaire, i.e., Dist(G')- 
linéaire, fonctorielle en M, et induit des applications G-linéaires naturelles R'\E'2(p-i)p,M : 
{R'J"! (2(p - l)p ® MW)}<^ ^ R'J-f M. 

Démonstration. Cela résulte de (3.7) comme dans |KuLi] . 

(3.9) Pour tous Mi,M2 G Cp, l'application G-linéaire de cup-produit ^: (J-'pMi) (g) 
(J'pM2) J'p(Mi (g) M2) est définie par /ii ® /i2 i-)- (/ii (g) /i2) o A avec A le copro- 
duit sur Dist(G) et s'insère dans un diagramme commutatif 



" identité" ~ 

J-^((J-f Ml) ® M2) 

Lemme (cf. |KuLit Lem. 4.9]). Pour tous Mi,M2 G Cp, le cup-produit induit des 
applications G-linéaires naturelles (J^^Mi) ® (R'J'|^M2) R'T^{Mi ® M2). 

(3.10) Soient V- G A(2(p — l)p)-2(p-i)p \ un vecteur de plus bas poids, et /o G V(2(p — 
l)p)o avec fo{E+V-) ^ via la dualité V{2{p - l)p) ~ A(2(j9 - l)p)*. 

Théorème (cf. |KuLit Prop. 4.11]). Considérons fo comme un élément de J^^{2{p — l)p) . 
Alors, pour tout M ^ Cp, on a un diagramme commutatif 



T^{Mi ® M2) 
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((R-J-fM)W: 



(R**m)'' 



2(p-l)p,Af 



->(R'J-f(MW))^ 

(R'J-f(2(p- 1)p®MW))'^ 
R'{(J-f(2(p-l)p®MW))'^}, 



dans lequel /o "-^V esi T-linéaire mais non nécessairement G-linéaire en général. 



4° Faisceautisation 



Nous allons maintenant étendre les résultats obtenus sur ¥p à un corps algébriquement 
clos k, puis faisceautiser les constructions précédentes. Soient Gt = G (8>Fp k et Fk : 
Gk — !■ Gk le morpliisme de Frobenius absolu de G^- On dispose donc de deux morphismes 



fI = Fr^ k?'' : k[Gk] = ¥p[G] k ^ ¥p[G] (^w, k et Dist(Fk) = Dist(Fr) 



Dist(Gk) = Dist(G') 



^ Dist(G') 



qui ne sont pas k-linéaires. Posons (pt 



'■ Dist(Gk) = Dist(G') (8)Fp k — Dist(G) ®Fp k. Fixons d'autre part un sous-groupe 
parabolique P de G et notons = G ®Fp 

(4.1) Pour tout A G Ap, on pose Vk(A) = V(A) k, et l'on munit A = Y[\eA+ Vk(A) de 
la structure de Gk-algèbre induite par le cup-produit. On définit une application additive 
e Ah{A, A) par 



A- 



A 



{(J-F((A*)W))®F, k}"^^ 



-^{J-F(A*)}®F, 



avec (J^pX) ®Fp k {-^p((A''^)f^l)} ®Fp k l'application identité (resp. nulle) si A G pA 
(resp. sinon). L'application n'est pas k-linéaire, mais Frobenius-linéaire au sens où 
pour tous a, 6 G A, on a 

^^(a^fe) = a^^(fe), 

et scinde l'application d'élévation à la puissance p ; on a aussi \1/a(1) = 1- Notons 
EndFr(^) le k-espace vectoriel des endo morphismes additifs Frobenius-linéaires de A. En 
utilisant la structure de Gk- algèbre sur A, on peut définir une action de Gk sur EndFr(^) 
par g»ip = gip{g~^l) pour tous g G Gk, %Ij G EndFr(^) |BK[ 4.1.1.4]. L'application \E'^ est 
alors, par construction, Gk-semi-invariante (terminologie suggérée par [BKl 4.15]) c'est-à- 
dire Tk-linéaire et telle que pour chaque sous-groupe radiciel {x±q,.(^) | G k}, i G [1,^], 
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de Gk, on ait 

r€[0,p[ r-6[0,p[ 

La notion de semi-invariance a été originellement introduite par Mathieu [M] (référence 
dans laquelle une application i^nj-semi- invariante, i.e. T^-linéaire et vérifiant la formule 
ci-dessus pour les sous-groupes radiciels {x-q. (^) | ^ G k}, i G [1,^], de B^, est dite B^- 
canonique). Pour une Tt-algèbre Q et pour ip G EndFr(Q), l'application ip est Tt-linéaire 
si et seulement si pour tout A G A, 



Qxi si A G pA 
sinon. 



Notons que pour tous g G Gk, a G A, on a = {gaY, trivialisant ainsi l'action du 
noyau de Frobenius Gik,i; si ai, . . . , est une base sur k d'un sous-espace Gt-invariant de 
A, alors les , . . . , forment une base d'un autre sous-espace Gk-invariant avec g{a^) = 
djiO'jy = J2j 9^i^p e^ donc la Gk-action sur J2i ^(^ï se factorise à travers le Frobenius. 

En particulier, les actions des E^"^^ et des Fj^^\ i G r G [0,p[, sur A sont toutes 

Frobenius linéaires. Ainsi 

Théorème (cf. |KuLit Prop. 6.2]). L'application \1'^ est un scindage Frobenius linéaire 
Gk-semi-invariant de l'application d'élévation à la puissance p sur A. 

(4.2) On va maintenaint faisceautiser l'application Posons V = Gk/ Pk et Ap^ = {A G 
Ap I (A, a"^) > pour tout a G -R* \ Rp}- On dispose [II.8.5]J d'une immersion fermée 
V — !■ P(Ak(— wq-^)) (Ak(— "M^o-^) = Vik(A)*) via g i— )■ [gv^], avec v_ un vecteur de plus bas 
poids de Ak{—WQX). Définissons une k-algèbre (en utilisant le cup-produit) graduée par 

r-(P,A) = Urr.eN^i'P,^*Omui-mX))im)) ^ lJ„.eM r(^, /:(mA)) = lJ™eNVk(mA). 
Alors V ~ Proj(r'(P, A)) par |Hl Ex. II.5.14b+Ex. II.2.14c]. Remarquons que r*('P, A) 

est intègre car Vik(mA) = Schk(Gk, mA)'^''. Pour tout w G W, choisissons G V(A)^a\0, 
et posons Vw = {x E V \ fw{x) 7^ 0}. Alors Vw = wUp^Pk/Pk est un ouvert affine 

f 

de V avec k.[Vj\ ~ V{V,\){M = ^n^mi-^ I / e Vk(mA)} dans Frac(r'(P, A)). 

Jw 

En particulier, les ouverts principaux définis par les f^, w G W, forment un recouvre- 
ment de V. Suivant [ÏT, II. 5. 15], le faisceau F^O-p se récupère à partir du r*('P, A)- 
module gradué T'{V,F,Op) = Y[^^,,T{V ,{F,Op){m)) ~ Y[^^,,T {V , C{pm\)) . On a 
V{V,F^Op)(^f^) = Li.meN{j4^ I / e Vk(pmA)}. Posons pour alléger A^( A) = r*(P,A)(/„) 

et A'^{X) = T'{V,F^Op)(^f^). Définissons maintenant : A'^{\) — )■ A^(A) par ^ 

Jw 

^ , / G VkipmX). C'est bien défini et les w G W, se recollent ensemble pour 

Jw 

donner un morphisme O : F^Op — )■ Op, qui est en fait indépendant du choix de A G Ap"*". 
Par construction 

Théorème (cf. |KuLit Th. 9.6]). L'application : F^^Op — )■ Op est un scindage Gk-semi- 
invariant du comorphisme F'^ : Op — F^Op définissant l'endomorphisme de Frobenius 
absolu de V . 
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(4.3) On peut généraliser le théorème précédent à la situation suivante. Soient X un 
k-schéma muni de son endomorphisme de Frobenius absolu Fx et C un faisceau inversible 
sur X et / G V{X,C) ^ yiodx{Ox, C). On dira que X est Frobenius /-scindé si le 

compose Ox ^ Fx.Ox ^ Fx.C admet un inverse à gauche. On suppose maintenant 
que P = B et l'on écrira i3 à la place de V. Utilisant cette fois (3.10) on obtient de même 

Théorème (cf. [KuLit Th. 6.5]). Soit /g G V(2(p — l)p)o \ vu comme morphisme de 
Ob vers Cb{2{p — l)p). Alors le composé F^^fo) o F" : Oq — t- F^Cb{2{p — l)p) admet un 
inverse à gauche Os-linéaire et Gt-semi-invariant. 

Démonstration. Soit A G A^^ comme dans (4.2). Posons A'{2{p—l)p, A) = T'{B, F^C(2{p— 
l)p)), qui redonne F^C{2{p — l)p) par faisceautisation. Définissons ^2(p-i)p • ^'(2(p ~ 
l)p, A) — )■ A{X) via le diagramme 

A'(2(p-l)p,A) ^A{\) 



J-f(2(p- l)p + pmA) ®Fpk 

Il 

T^{2{p - l)p + (mA)™)-^ k ^ ^^î{mX) k 

*2(p-l)p,mA®Fp?î' 

dans lequel l'identification F^{2{p—l)p+pmX) = {2{p—l) p+ (mXY^^)'^ est faite en tant 
que Fp-espaces vectoriels. Pour tous a G Vk(nA), b G Vk(2(|)— l)p+pmA), on a de nouveau 
'^2ip-i)p,{n+m)\{aPb) = a^2(p-i)p,mA(&)- Pour tout w e W, posons ^^(2(p - l)p, A) = 
r'(i3, F*£(2(p - l)p))(/^,) = UmGN{y4^ I / e Vk(2(p - l)p + pmA)}, et définissons 

*2(p-i)p,^ : A'j2{p-l)p, A) -> A^(A) via ^ ^^^^ pour / G Vk(2(p-l)p+pmA). 
Les ^2{p-i)p ""^ ^ ^'-"^^ ^^^^ définis et se recollent ensemble pour former un morphisme 
Ce-linéaire F^C{2{p - l)p) ^ Ob qui scinde F,(/o) o 

La G fe-semi-invariance de ^2(p-i)p résulte alors de la Frobenius-linéarité et de la G- 
linéarité de '^2(p-i)p,m\- 

(4.4) On peut également chercher à scinder des sous-schémas : pour un k-sous-schéma Y 
d'un k-schéma X défini par un faisceau d'idéaux Xy on dira que que Y est Frobenius- 
scindé de manière compatible si et seulement si il existe un scindage de Frobenius a de X 
tel que a^F^Xy) Ç Xy |BKt 1.1.3], auquel cas on dira simplement que a scinde de manière 
compatible Y . 

Pour tout w G W , soient X{w) = B^wB^/Pt et X~^{w) = B^wB^/ Pt, les sous-schémas 
de Schubert de V. On va montrer que tous ceux-ci sont scindés de manière compatible 
par l'application 6 de (4.2). 

Comme dans (4.2) prenons A G Ap avec (A, a^) > pour tout « G -R'^ \ Rp, et 
choisissons V- G A{—womX) -mx\0 pour tout m G N+. Rappelons [Jj 11.14.19] qu'il existe 
un isomorphisme de G-modules 

(1) V(mA) ^ A{-mwoX)* ~ T'j^mX via h{?v^) < — \hi — > h{S{7)v^), 
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avec S l'antipode de Dist(G'). Soit Z{w) le faisceau d'idéaux de Op définissant X{w). 
Si iw : X{w) M- V désigne l'immersion canonique, on a une suite exacte — )■ — )■ 
O-p — iw*Ox{w) — > 0. Comme dans (4.3) on a I{w) = T*{V,X{w))'" et iw*Ox{w) = 
r'(P,2^.0x (^))^ a vec r'{V,I{w)) = U„6n r(^,X(w)M). Comme r'(P,ï^,OxH) - 
llmeN Schk(i?kwPk, mX)^, on a une suite exacte 

^ r(P,XH(m)) ^ Vk(mA) ^ Schk(Ë^,mA)^ ^ 0. 

Posons Vtt,(mA) = T{X{w),i'^C{mX)) = Schk{Btj^wPk,mX)^. D'un autre côté, si f_ G 
A(-mu;oA)-mA \ et si (Dist(f/)u;î;_)^ = {/i G Ak(-mwoA)* | h{Dist{U)wv-) = 0}, on 
tire de [H 11.14.19. 2, 3] une suite exacte (I)ist{U)wv_)^ Vk(mA) Vu,(mA), et 
donc 

(2) r(P,X(w)(m)) ^ (Dist(f/)M;t;_)^. 

De même avec : X+(w) > P, si l'on pose V^(mA) = r(X+(w), ^^^(mA)), on a une 
suite exacte 

^ (Dist(f/+)«;î;_)^ ^ Vk(mA) ^ V+(mA). 

Théorème (cf. |KuLit Th. 6.7]). Soit Y un sous-k-schéma de V obtenu à partir des 
X{w) et des X^{w), w G W , en combinant des unions ou intersections schématiques et 
des considérations de composantes irréductibles réduites. Alors Y est scindé de manière 
compatible par 0. En particulier, Y est réduit. 

Démonstration. On va d'abord montrer que X{w) est scindé de manière compatible 
par et ce pour tout w G W. Remarquons tout d'abord que Vw fl X{w) 3 wP^. Si 

V^rnX e A{-mWoX)_rn\ \ 0, OU a 

r'{V,F,I{w)) = l[ r(P, {F,I{w)){m)) ~ ]J r{V,I{w) ®Or C{pmX)) 

meN mGN 

~ ]J (Dist(f/)wf_p„A)"^ par (2), 

meN 

et donc r(P^,F,X(w;)) = r'(P, F,X(w))(/„) = VJ„.en{j^ \ f G iDist{U+) wv.pmx)^}, 
avec / G A^^—pmwoX)* correspondant h f E Vik(pmA) via (1). Comme le morphisme 
T{V^,Q) : r{V^,F,Or) = V{V^,F,0-p)u^) = U^Mj^ I / e Vk(pmA)} ^ k[Pj = 
^menl-r^ 1 / G Vik("^A)| se décrit comme -Apm: H- on a seulement à montrer que 

^a(/) = ^mA(yUo/) e (Dist(f/)u;î;_„A)^ pour tout / G (Dist(f/)wî;_p^A)^. 

Si / G (Dist(f/)zf _)-*-, alors pour tous t G T, yU G Dist(f/), 

(t/)(/xzî;_) = /(t-V^^-) = /(Ad(t-i)(/x)t-izî;_) 
= car Ad(t"^)(/i) G Dist([/). 

Donc (Dist(f/)^f __)-'- admet une décomposition suivant les poids et par suite on peut 
supposer que / est vecteur propre associé à un certain poids dans pA. Posons /' = 

^mA(Aio/)- 
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Pour tout /i G Dist(f/), on a donc 



f'ifXWV^rnx) = f'{w(^ ^ fJ')V-rn\) aveC 



w 



-1 



/i = Ad(w~^)(/i) 



= '^mxi''^^^ • f)iS{"' V)) car est G-linéaire par (3.4) 

= (0(«;-i)/)(s(0rV))) = 05^/(0r"V)o = (0(«;-^)/)(0rV)^^n 



comme voulu. 

Comme X{w) est intègre [H II.13.8], il découle de [H F.12] que e{F^I{w)) Ç I{w), 
et donc que X{w) est scindé de manière compatible par 9. De même X^{w) est scindé 
de manière compatible par 0. Ainsi toute itération d'une union ou d'une intersection 
schématique des X{w) et des X~^{w) est scindée de manière compatible par 9, et de 
même pour les composantes irréductibles réduites [Jl F. 13]. 

(4.5) Montrons finalement comment le scindage de [K95[ Thm.(3.4)] s'interprète avec le 
point de vue que nous venons de développer. Supposons que P = B, posons B = Gt/B^ 
et soit V- G St_(p_i)p \ avec G (St*)(p_i)p tel que f* (î;-) = 1. Alors le f_-scindage 
de Frobenius de B introduit dans [K95J et que nous noterons ici a : F^C{{jp — \)p) Ob 
s'insère dans un diagramme commutatif 



De |K95] (resp. pT, F. 22]) on tire que a (resp. cr o F^V-) scinde de manière compatible 
tous les schémas de Schubert X^{w) (resp. X{w)), w G W , et donc a o F*t>_ scinde de 
manière compatible tous les sous-schémas Y comme dans (4.4). 

Donnons une vérification directe de ces résultats; |K95j (resp. [J]) montre que le sous- 
schéma fermé B \ {U^ B^/ B^) (resp. B \ {U^nJoB^/ B^)) est scindé de manière compatible. 
Prenons A G A"*" avec (A,o;^) > pour tout a G -R'^ et posons A = UmgN 
A' = (p — l)p®klJmeN^k((p — l)p + P"îA). Définissons une application additive ^('p_i)p : 



f {(j){fi)wv^) à Fp près par (2.2) car A^—wopmX) ^ujpmx est de dimension 1 
car 0(yu) G Dist(f/)yUo, 



F.Ob 
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A' ^ A par la commutativité du diagramme 

A' 



(p-l)p 



(p - l)p (8)Fp St V(mA)[^l (^F^ k 

{(p - l)p(g)Fp St ®F, V^W}"^ (g)F^ k■ 



{ (î)-l)p®Fp ®Fp V(mA) [11 }'*®Fp ? P 



Viii:(mA). 



Comme : St — >■ — (p — l)p est i?|^-lméaire, c'est aussi le cas pour ^^p_^^p. D'autre part, 
si V e St^ avec rj ^ — (p — alors pour tous r G N"^, z G V(mA)[^l, 

^) e ker(î;* V(mA)W). 

On a ® .) = YI=.{F^-'^v) ® {Ff\) = ELo(^^''"''^^) ® (F^^^)- Si i^^'^^ e 

¥pV- \ il existe A; > tel que — (p — l)p + fc/^tti soit un poids de St, et donc (p — 
l)p + kpai) = — (p — l)p — {kp — (p — l))a;i < — (p — ce qui est absurde. Il en découle 
que pour tous v G St^, r] E A, on a 



v*_{v)F}''h = F^''\v*_ (g) V(mA)W)(î; ® ^) si 77 = -(p - 



smon. 



et par suite, pour tout ^ G k, 

X-aM) • ® ® ^ ® 1) = a;_„,(0*(p-i)p(a;-a,(-0(l O ^ O 1)) 

= ^-a.(0*fp-l)p(E(-0''^i'"^(l ® ^ ® ^ ® 1)) 



rieN 

= ^-a.(oE(-o"^^^*(p-i)p(i® E i^^'H^ ® ^) ® (-CD 

rieN roe[o,p[ 

roe[0,p[ 

Ainsi est S]|^-linéaire et St-semi-invariant, et donc, en particulier, Gk-semi-invariant. 

On remarquera, cependant, qu'aucun (p — l)p<S>k Vk((p — l)p + pmA) n'est muni d'une 
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structure de G^- module; on a décalé la structure de Tk-module sur le Gt- module Vk((p — 
l)p + pmX) par (p — l)p pour rendre 31- linéaire l'application '^^p_i^p- 

Pour tout w e W, soit fw G V(A)^a \ comme dans (4.2) et écrivons ici pour Vw 
Si l'on définit *('p_i)p,^ : ^m€N{jim | / e (p - l)p <E)k Vk((p - l)p + pmX)} k[B^] via 

I-)- ^^J^m — , alors les ^(^_i)p^, w eW, se recollent pour former a. 

Pour voir directement que les a scindent de manière compatible les X+(uy'), w G W, 
i.e., que a-{F^{I^{w) Ç^sC{{p— l)p)} Ç Z^{w) pour le faisceau d'idéaux I^{w) de X^{w), 

soit (resp. V-mx) un vecteur de plus bas poids de A(— wo((p — l)p + pmA)) (rcsp. 

A(— womA)). On doit voir l'existence d'un diagramme commutatif 

Ml . {(p-l)pig)D* ®V(mA)[il}'* 

{(p - l)p (8) St (8) VM)!!]}-^ > V(mA) 

MO 

(p - l)p ® St ® V(mA)W (Dist(?7+)wv_^A) 
(p- V((p- l)p + pmA) 



(p-l)p0(Dist(t/+)^^;i^-p'')^ 

Rappelons tout d'abord l'isomorphisme G-linéaire V((p — l)p + pmA) ~ St (8) V(mA)[^] 
via 

XI ^ ZI ® /i' ^ ^ V(mA). 

Notons par / e A{—wo{{p—l)p+pmX))* l'élément correspondant à / G V((p— l)p+pmA). 

On est ramené à vérifier que ^ v'^{vi) fi{Dist{U^)wv^„ix) = si^Vi --^ ff{Dist{U^)wv^]_'p^^J^') 
0, i.e., j:v*_{vi)Mgw) = pour tout y G C/+ si = ^{v^ - /f)(/i«;) = ^Vi(hw)Mhwy 
pour tout /i G 



Maintenant St = SchF,(G, (p - ~ SchF,(Gi5, {p - l)p)^ ~ SchF,(C/+, (p - l)p) 

et V(mA) = SchFp(G, mX)^ < ScYi^^iU^ , m\) via les restrictions. On peut alors regarder 
St = lI.e[o,p[«+ ^P^" et {/P I / G V(mA)} Ç U.eN«+ V dans l'algèbre de polynômes 
Fp[t] en les indéterminées t^, et £ -R"*", dans laquelle on écrit t" pour naefi+ ■ Supposons 
que 'Y^Viff — sur U'^w. Comme Vi{U'^w) = Vi{ww~^U'^w) — {w~^Vi){ J| Ua) et 

tya>0 

de même pour /j, ^{w~^Vi){w~^ fiY — sur ]J Ua- On peut choisir les Vi à partir 

tya>0 

d'une base de St incluant f_ et tels que tous les Vi autres que f_ soient annulés par 
v*_. Supposons maintenant que w^^V- = sur Yl Ua- Alors, vu comme élément de 

wa>0 

lJt/G[Op[«+ ■'^p^'^' £ (^a I o; G R^,wa < 0). Mais alors w^^v^ aurait pour poids 

(p — l)p — ^ raOi — X] r'^a pour certains r^, G [0,p[ sans qu'on ait tous les = 0. 

aeR+ aeR+ 
wa<0 wa>0 
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Il s'ensuivrait que 

''\P - 1)P = (P - 1)P - ^Taa- ^ r 

wa<0 toQ!>0 



-W 



et donc 



^ r^a + r'^a = {p - l){p + w V) = - 1) XI 

wa<0 wa>0 toQ>0 



a. 



Alors on aurait > w ^ r^a = w (P ~ ^ ~ ''^a)'^ — 0? ce qui est absurde. Donc, 



a(^R+ aeR+ 
wa<0 wa>0 



si /_ est associé à V- dans la somme ^(fi ^ /f), on doit avoir, comme Fp[t/+] est 
intègre et comme les w~^Vi G IJi/e[Op[«+ ^p^'^ linéairement indépendants des w~^ff G 
lIi/eN«+ ^^p^^'^î ""^"V- = sur f/a, et donc aussi la même chose pour Ainsi 



wa>0 

J2'^-i'^i)fii9'^) — f~i.9'^) = pour tout g G f/"*", comme voulu. De même, on peut 
utiliser le scindage induit par un vecteur de plus haut poids f+ G St pour scinder de 
manière compatible tous les X{w) (mais, dans l'un et l'autre cas, pas les X{w) et X^{w) 
en même temps). 

Finalement, montrons directement que a o scinde de manière compatible tous 

les X{w), w G W . Cela revient à vérifier que si pour tout / G {J)ist{U)wv _)-^ on écrit 
V- f = fi dans V((p — l)p+pmA) comme ci-dessus, alors /_ G (Dist([/)wf _)-*-. 

Comme les Vi forment une base de St et comme Vi G Ylive[Ov[^'^ "^pt^ i l^s fi G Y1iv&]R+ "^p^^ 
sont déterminés de manière unique. Supposons juste que /- 7^ sur Uwv_. Alors 
w~^f_ ^ (ta \ a E R'^,wa > 0). Mais alors w~^f ^ (t^ | a G R^,wa > 0), contredisant 
le fait que / G {'Dist{U)wv^)-^. 

Terminons par une question : il est démontré dans |K95] and [J] que C{—p) est un 
facteur direct de F^Cg. Néanmmoins, une analyse plus précise de F^:Ob fait apparaître 
L{{p — 2) p) ® C{—p) comme quotient de F^^Ob- Il est alors naturel de se demander si le 
formalisme développé ci-dessus permet de voir si L((p — 2)p) (g) C{—p) est facteur direct 
de F^Ob. 
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